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Um dos objetivos da Topologia Algébrica é descrever a estrutura geométrica de um espago
topoldgico X associando a ele um sistema algébrico, geralmente um grupo G(X).

Se X = S, o circulo unitdrio em R?, entdo intuitivamente o grupo associado G(S!) é gerado
por um elemento ja que S! possui um ”buraco”. Se X é a figura ”oito”entdo o grupo associado
é gerado por dois elementos.

Além disso, esse grupo é um invariante topoldgico, isto é, dados dois espacgos topoldgicos
homeomorfos, seus respectivos grupos associados sao isomorfos. Os invariantes topolégicos sao
ferramentas para se obter uma classificacao dos espacos, a menos de homeomorfismos. Exemplos
desses grupos sao os grupos de homologia simplicial, H,(X). Neste trabalho calculamos H,(S?)
e H,(P?), onde S? é a esfera e P? o plano projetivo.

Definigoes: Seja A = {ao,...,ar} um conjunto de pontos geométricamente independentes de
R”. Um k-simplexo o* gerado por A é o conjunto de todos os pontos z em R"™ no qual existem
nimeros reais nao negativos Ag, ..., Ax tal que x = Zf:o i, Zf:o i = 1. Um simplexo o* é
uma face de um simplexo o™, k < n, se cada vértice de o é também vértice de o™. Se 0" é o
simplexo com vértices ag,...,a, escrevemos " =< ag .. .0, >.

Observe que um 0-simplexo é um ponto, um 1-simplexo é um segmento de reta, um 2-simplexo
¢ um triangulo (interior e bordo) e um 3-simplexo é um tetraedro (interior e bordo).

Um complexo simplicial é uma familia finita K de simplexos que sdo propriamente ligados
e tem a propriedade de que cada face de um membro de K é também membro de K. A unido
dos membros de K com a topologia induzida do R™ é denotada por |K| e chamada de poliedro
associado a K.

Seja X um espago topoldgico. Se existe um complexo simplicial K tal que | K| é homeomorfo
a X, entao X é dito ser um espago triangulavel, e o complexo K é chamado uma triangulacao
de X.

Um n-simplexo orientado, n > 1, é obtido a partir de um n simplexo ¢” escolhendo uma
ordem para os vértices. A classe de equivaléncia das permutacoes pares e impares da ordem
escolhida determina o simplexo positivamente orientado +¢™ e negativamente orientado —o"
respectivamente. Um complexo simplicial orientado é obtido a partir de um complexo simplicial
determinando uma orientagao para cada um dos seus simplexos. convenciona-se que um 0-
simplexo < ag > ¢é positivamente orientado.

Se K é um complexo simplicial orientado, associamos cada par (oP*1 oP) um nimero de
incidéncia [0P*!, o], definido a seguir: se o” nio é face de oP*!, entdo [0P*!, 0P] = 0. Suponha

oP face de oPt!l. Classifique os vértices aq, ... ,ap de oP tal que 40P = + < ag...ap >. Seja
v o vértice de 0Pl que nao estd em oP. Entdo +oP™! = + < vag. ..vp >, Se +oPtl = 4 <
vag . ..vp > entdo [0 oP] = 1. Se +0P! = — < wag...v, > entdo [P oP] = —1.

Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um inteiro positivo, uma p-cadeia é uma
funcao ¢, da familia dos p-simplexos orientados de K nos inteiros tal que, para cada p-simplexo
o, cp(—0oP) = —cp(+0P). Com a adigao ponto a ponto induzida pelos inteiros, a familia das
p-cadeias forma um grupo chamado de grupo das cadeias p-dimensionais e é denotado por
Cp(K). Uma p-cadeia elementar é uma p-cadeia ¢, no qual existe um p-simplexo o tal que
¢p(7P) = 0 para cada p-simplexo 77 distinto de o”. Uma p-cadeia elementar é denotada por go”
onde g = ¢,(+0P). Com esta notagao, uma p-cadeia arbitraria d, pode ser expressa como uma
soma formal finita d, = ) gior. O bordo de uma p-cadeia elementar go?, d(o?) é definido por:
d(oP) = E[ap,affl]gaffl , affl € K.

O operador bordo é estendido por linearidade a um homomorfismo 0 : Cp(K) — Cp_1(K),
ou seja, se ¢, = »_ g;oF é uma p-cadeia arbitrdria, entdao d(c,) = > 9(g;07). O bordo de uma
0-cadeia ¢é definido sendo zero.



Um p-ciclo é uma p-cadeia z, tal que d(z,) = 0. A familia dos p-ciclos é um subgrupo de
Cp(K), denotado por Z,()K e é chamado de grupo dos p-ciclos. Se p > 0, uma p-cadeia b, é
um p-bordo se existe uma (p+1)-cadeia cp41 tal que 9(cpi1) = by. A familia dos p-bordos é um
subgrupo de Cp(K), chamado grupo dos p-bordos e é denotado por B, (K).

Dois p-ciclos w), e 2z, no complexo K sao homoélogos, escreve-se w, ~ z,, desde que exista
um (p+1)-cadeia ¢,y tal que O(cpi1) = wp — 2p.

Esta relacao é de equivaléncia e divide Z,(K) em classes de homologia [z,] = {w, € Z,(K) :
wp ~ 2p}. A classe de homologia [z,] é, de fato, a classe lateral z, + B,(K). Consequentemente
as classes de homologia sao os elementos do grupo quociente g’; Eg

O grupo quociente Hy(K) = IZ;; Eg% é chamado de grupo de homologia p-dimensional de K.

Teorema: Os grupos de homologia simplicial das superficies S? e P? sdo:

H,(S?) =7,0,7Z com n = 0, 1,2 respectivamente

H,(P?) = 7Z,75,0 com n = 0, 1,2 respectivamente

Demonstragao: Calculemos primeiramente os grupos de homologia da esfera. Consideremos
a triangulagao K como na figura 1.

Figura |

Para o cdlculo de Hy(K), observemos que como nao existe nenhum 2-simplexo em K, temos,
por definigao, que By(K) = 0.

Seja co uma 2-cadeia arbitraria. Entao co é da forma: co = gg < agaias > +g1 < apaias >
+g9 < agagaz > +g3 < ajasaz >, com g; € Z,1=0,...,3

Observemos que d(c2) = (go + g1) < apar > +(g2 — go) < apaz > +(—g1 — g2) < apaz >
+(g0 + g3) < araz > +(g1 — g3) < araz > +(g2 + g3) < agas >.

Para que ¢y seja um 2-ciclo, temos que 9(c2) = 0. Para isso, os coeficientes dos 1-simplexos

acima sao todos zero, e portanto —g; = go = —g3 = g2 Portanto, Zy(K) = Z.
Desta forma Hy(K) = ]Zs,zgg =7.

Calculemos agora Hi(K). Seja ¢; uma l-cadeia arbitraria. Entao ¢; é da forma: ¢; = go <
apal > +g1 < apas > +go < apasz > +g3 < a1a9 > +g4 < a1a3 > +gs5 < asaz >, com g; € Z,
1=0,...,5.

Observemos que d(c1) = (—go — g1 — g2) < ap > +(go — 93 — g4) < a1 > +(g91 + g3 — g5) <
ag > +(g2+ 94+ g5) < az >. Para que ¢; seja um 1-ciclo temos que 9d(c1) = 0, e para isso temos
que:

go = g3 + 94
g1 =95 —9g3
92 = —94— G5

Portanto, ¢1 = (g3 + g4) < apa1r > +(—g3 + g5) < apaz > +(—g4 — g5) < apasz > +(g3) <
aiag > +(g4) < ayag > +(g5) < aga3 >= 93(< agal > — < agaz > + < ajag >) + g4(< apal >
— < agaz > + < aias >) + g5(< agas > — < apgaz > + < aga3 >) = 8(93 < apaiag > +g4 <
apayas > +gs < apagas >)

Portanto, todo 1-ciclo é um 1-bordo. Assim temos que H;(K) = 0.



Calculemos agora Hy(K). Como por definicao d(cy) = 0 para toda 0-cadeia cp, temos que
toda 0-cadeia é um 0-ciclo. Uma 0-cadeia ¢y é da forma: cg = ap < ag > +a1 < a1 > +ag <
ag > +as < az >, com g, a1, Qg e ag quaisquer inteiros. Assim Zy(K) =ZPZPZPZ

Calculemos agora By(K): Seja c¢; uma l-cadeia e d(c1) dados anteriormente. Entao para
que uma 0-cadeia ¢ seja um 0-bordo, deve existir ¢; tal que d(c;) = ¢p. Assim, precisamos que:
(—90—91—92) < ap > +(g90—93—94) < a1 > +(g1+93—9g5) < az > +(g2+gs+gs) < a3 >= ag <
ag > +a1 < ap > +ag < ag > +ag < ag >. Assim, temos que: g+ aq + oo + a3 = 0. Portanto,
co=—(1+as+as) <ag>+4a; <ay >+az <ay>+as <az>. Logo Bo(K)=ZPZPZ

Zo(K YA YA YA YA
H(K) = g = “Tatar

Desconfiamos que Hy(K) = Z. De fato, seja ¢y qualquer. Observemos que: ¢o — (ap + a1 +
a9 + ag) < ag >= 0(a1(< apay > +ag < apaz > +ag < apas >). Portanto todo ¢y é homdlogo
a (040+061+Oz2—|—0é3) < ag >

Assim, Hy(K) = Z.

Antes de continuarmos, faremos algumas consideracoes: Se ¢, ¢ uma p-cadeia tal que cada
(p-1)-face é face de exatamente dois p-simplexos teremos que:

ow: [oF, 0P = [0}, 0P71] (0P~! é chamada de tipo I)

ow: [0}, 0P~ = —[0}, 0P~ (6P~ é chamada de tipo II)

cp = 2907 = O(cy) = 32, 0(gi07) = >, Zj [Ufﬁz‘)_l]giaﬁ_l = Ej Uz?_l > giloys 05)_1]

Podemos ordenar a soma e escrever, sem perda de generalidade, que:

e SN I P S SN 0 o AR e SR = O a1

Se 05?_1 sdo do tipo IT teremos: (cp) = ob ' (£(g1—g2))+ob ' (£(ga—g3))+. . .+o? " (+(gs—
g1)). Para que ¢, seja um ciclo temos que:

g1 = g2 = g3 = ... = g = g1 = h

Se Uf_l sdo do tipo I teremos: d(c,) = 0% (£(g1+g2)) +0ob " (£(g2+93)) +. - .+O’£_l(i(gk+
g1)) Para que ¢, seja um ciclo temos que:

g1 = —92 = g3 = —g4 = ... = *xgx = *g1 = ¢

Calculemos agora os grupos de homologia do Plano Projetivo.
Consideremos a triangulacao P como na figura 2 :

as

Figura 2

No P2 nio existe nenhum 3-simplexo, entdo Bs(P) = {0}. Cada 1-simplexo o' de P é face
de exatamente dois 2-simplexos o2 e o3. Observe que quando o' é < agas >,< asas > ou
< asag > temos que o' é do tipo I e para qualquer outro o' é do tipo II.

Seja w um 2-ciclo. Entdao w =Y, gio? = d(w) =, d(gio?) = >, > ,[02, o*ll]a]l- g =

= Zi(zj[af, a}]ajl- g+ [0?, 0}olh), onde O'Jl- é do tipo I e o} ¢ do tipo II.

Mas, >, [02,0tloth =0

Entao, 0(w) =3, Zj[aiz,ajl-]ojl- 9= 20} g =29 < asas > +2g < agas > +2g < asaz >.



Assim w é um 2-ciclo apenas se g = 0. Entao Z3(P) = {0} e assim Hy(P) = {0}.

Vemos pela figura 2 (o célculo sera omitido por ser longo) que o ciclo z =< agas > + <
aqas > + < aszas > nao é um bordo, e mais, kz, quando k é impar nao é bordo,e se k for par,
kz é bordo. Para esta demonstragao basta tomar um 2-cadeia, calcular seu bordo, supor que z
¢é bordo, igualar os termos e desta forma chega-se em um absurdo.

Vemos também que todo 1-ciclo é homdélogo a um multiplo de z. Para esta demonstragao,
tomamos um 1-ciclo qualquer. Deste, subtraimos kz e verificamos que é um bordo. Assim, um
1-ciclo serd homoélogo a um multiplo impar de z ou serd por si um bordo e desta forma, sera
homoélogo a um multiplo par de z ja que este é um bordo. Entdao H;(P) = Zo. Este resultado
indica que a superficie possui uma torgao (a reciproca é falsa).

Calculemos agora Hy(P). Como por definigdo d(cy) = 0 para toda 0-cadeia ¢y, temos que
toda 0-cadeia é um O-ciclo. Uma O-cadeia ¢y é da forma: cyg = ag < ag > +a1 < a1 > +as <
as > +az < az > +ayg < aq > +ay < az >, com qq, 1, 9, 3, Q4 € @5 quaisquer inteiros.
Assim Zy(P) =Z2ZPLZLPZPZPHZPZ.

Calculemos agora By(P): Seja ¢y uma 1-cadeia, entdo ¢1 = gg < apa1 > +g1 < agaz > +g2 <
apasz > +g3 < aqag > +g4 < asag > +gs < aza1 > +gs < arasz > +g7 < ajaq4 > +gg < a1as >
+g99 < azaz > +g10 < agaz2 > +g11 < agas > +g12 < asaq > +4g13 < asaz > +g14 < aqas >.

(1) =< ap > (—go—91 —92+9g3+g4)+ < a1 > (go+95— g — gr — gs)+ < az >
(91 =95+ 9g9+g10—g11)+ < a3 > (g2+9g6—go— g2+ g13)+ < as > (—g3+9g7—gro+g12 —g1a)+ <
as > (—g4+gs + 911 — 913 + g14)-

Entao, para que uma 0-cadeia ¢y seja um 0-bordo, deve existir ¢; tal que d(c1) = ¢p. Assim
temos que ag+a1+as+as+ags+as = 0 e, portanto ¢y = —(a1+a2+a3+a4+a5) < ag > +a; <
a1 > +ag < az > +ag <az>+ayg < ag > +as < as>. Logo Bo(P)=ZPLPZPZPHZ.

Hi(P) = R = “Porererar -

Desconfiamos que Hy(P) = Z. De fato, seja ¢y qualquer. Observemos que: ¢o — (g + a1 +
Qg+ az 4+ ag 4+ a5) < ag >= 0(a1(< aga; > +ae < apag > +az < apag > —ay < agag > —ay <
asag >). Portanto todo ¢y é homdlogo a (ag + ag + s + ag + ag + a5) < ag >

Portanto, Hy(P) = Z. [ ]
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